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InzynieriaSrodowiska, 11/1, Metody numeryczne i statystyka

Zajecia éwiczeniowe nr 2/8Metoda Newtona
Podstawowe pogcia dotyczce numerycznego znajdowania zera rownanigx) = 0

Oznaczamy:

X — zmienna, ktora przyjmuje waftm w pewnym przedziale (i ni@ by tym
przedziatem catasazeczywistaR),

f — funkcja rzeczywista zmienng}

& —zero (inaczej:miejsce zerowe funkcji f, pierwiastek rownaniaf(x) = 0, a wec
— taka liczba, dla ktérdunkcjaf przyjmuje wartéc O,
— taki punkt osi rzeczywistej, w ktorym wykreg=f(x) sporadzony

w uktadzie kartezjaskim Oxy przecina 6 poziony OX,

— liczba, dla ktérej zapi&§) = O jest tasamdcia.

Wyznaczy€ numerycznie zero & rownania f(x) =0 znaczy znal€, wykonupc
obliczenia (na liczbach) zadowaleg przyblienie liczbyg.

Obliczenia wykonujemy stosig jakis algorytm; algorytm ten nazywamynetoda
numeryczna, schematem obliczeniowymCentralne miejsce w tym algorytmie zajmuje
wzor (lub zestaw wzoréw) — stosgjten wzor wyznaczamy, dla przigj liczby xg
(nazywamy § przyblizeniem pocatkowym, punktem startowym), ciag liczb
X1, X2, X3, ..., KtOry nazywameiagiem przyblizen poszukiwanego pierwiastia

Na przyktadmetoda Newtonawyznacza przybheniex; nri wzorem

Xj 1= xi_l—m, i=1,2,3,..;
fr(xi-1)

z tego wzoru (zwanego wzorem ide przybli zenie newtonowski¢ od razu wida, ze
funkcjaf musi mi€ pochodi f .

Podstawow cechy ciagu Xy, Xp, X3, ... Musi by to, ze jest on zbieny do poszukiwanego
zera & rownania f(x). Praktyka wymaga, by wystarczalo wyznaczenie neslyilus
pocatkowych wyrazow tego ggu (wszak nie meemy liczy¢ do nieskaczongci):
X1, X, X3, ..., X — tylu mianowicie, ze ostatni z nich,x, jest dostatecznie dobrym
przyblizeniem poszukiwanego zeéaze jest liczla dostatecznie mat(np. mniejsz niz
przyjeta z gory doktadni € = 10°°) tzw. odchylenie(inaczej:btad bezwgkdny)

| =< |.

W najprostszym znaczeniu termin ‘metoda numerycamiacza obliczanie kolejnych
przyblizen. Jak wid& z powyzszego, termin ten obejmujescwiccej, a mianowicie

« zasadn& stosowania danego wzoru (jest sens go stosowdy daje ag

zbiezny),

« kwestia, kiedy zaprzestabliczanie kolejnych przyhien.
Na oba te zadania odpowiadamy dokanwgnalizy postawionego zadania i szacwyw.
odchylenie (przybfienia x; od poszukiwanego rozw#ania &). Analiza ma posta
zblizong do badania przebiegu wasto funkcji (i w praktyce jest takim badaniem gsio
ograniczonym do przyjego przedziatu & b>, w ktorym szukamy liczby) — i dlatego
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przypominamy standardowy schemat takiego badamsaawanie odchyleniax|— |
opiera st na nieréwnéci specyficznej dla kalej konkretnej metody i, na przyktad dla
metody Newtona wymaga znajoseooszacowa my, i M, wartasci przyjmowanych przez
pochodne funkcjf — oszacowania te znajdziemy w ostatnigfcec¢wiczenia.

Metoda Newtona nazywagstakze metoda Newtona-Raphsona metoda stycznych—
w interpretacji geometrycznej kolejne przyeinia & punktami, w ktérych © pozioma
Ox przecinag styczne wyznaczane do wykrege f(x). Wyprowadzenie wzoru nate
przyblizenie newtonowskie, okékenie warunkow gwarantygych zbienos¢ ciagu
przyblizen newtonowskich oraz uzasadnienie wzoru na oszadewaithylenia k - |
stanowi tré¢ wyktadu i znalec¢ ja mazna np. w [Bjo, 6.3], [Bur, 2.3], [Mar, rozdz.6].

Ponizej] omowione¢wiczenie odnosi gido rownania wielomianowego, tj. do rOwnania
f(x) = 0, w ktérymf jest wielomianem. Dla réwmawielomianowych istni@j specjalne
techniki znajdowania przedziatbw lokalizacji pieasitkbw oraz sposoby znajdowania
numerycznego zer. @m¢ mozna np. do eigu Sturma, korzystamozna np. z metody
Bairstowa (pozwala ona wyzna&ynumerycznie czynniki kwadratowe réwnania
wielomianowego, awc maze shtey¢ do znajdowania zer zespolonych) — oba te
zagadnienia omawia np. [Sto, 5.6-5.7].

Cwiczenie do wykonania na zajach

Postawienie(inaczej: sformutowaniedadania.
Stosujc meto@d Newtona wyznaczymy (jakikolwiek) pierwiastek rovinna

X6

Z_—x?+1=0,
10C

czyli znajdziemy zero (inaczej: miejsce zerowe ijnf zdefiniowanej wzorem

X6 2
f(x) ;= ——-x“+1=0.
10C

Podstawowe kwestie: dziedzina i istnienie rozgzania.

Podane rdéwnanie jest rownaniem algebraicznym sdopghi Nie istnieg wzory na
rozwiazanie ogoélnego rownania stopra (i fakt ten dowodzi gisieggajac do wynikow,
jakie uzyskali Evariste Galios i Henrik Niels Ahel)

Nas interesuj rzeczywiste rozwizania podanego réwnania. \&ége od stwierdzeniae
ma ono jakiekolwiek rozwazanie, rozpoczynamy realizagostawionego zadania.

Jak zawsze, gdy mamy do czynienia z fuakepzpoznajemy jej dziedzn(inaczej:
obszar okréonosci, obszar, w ktérym jest ona obliczalna, tzn. gdiaj sie oblicz\t jej
wartasci) — gdyby bowiem dziedzina byla pusta, to odpaligest natychmiastowa:
zadanie nie ma rozwzania (jakoze traktuje o obiekcie zdefiniowanym sprzecznie).
Obszar ten oznaczamy przez D&m(

Nasza funkcjd jest wielomianem (stopnia 6 zmienngj dlatego od razu widzimye
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Dom() =R,
gdzie, jak zawszdR oznacza zbidr liczb rzeczywistych.

Wobec sformutowania zadania (wymaga onogniy stosowali metogd Newtona),
stwierdzamy take, ze funkcjaf ma przynajmniej pochodrmpierwszego rau (we wzorze
na przyblzenie newtonowskie wygbuje bowiem ta pochodna). Poniemasza funkcja
f jest wielomianem, wic ma te pochodn Ma tez kazda inna — i kazda ona jest ggta.
Uwaga dotycgca chgtosci pochodnejf ” rzedu 2 jest istotna przy oszacowaniwdd
przyblizenia — oszacowaniem tym zajmujemy dalej.

Badanie przebiegu zmiennéci funkcji a lokalizacja pierwiastka.

Zaczlismy zatem tak, jak sipostpuje przy badaniu przebiegu zmietaiofunkcji,
jednym z wynikéw ktérego to badania jest spdeenie realistycznego szkicu wykresu
y =f(x). Standardowe pogiowanie (dalej nazwane tak posgpowaniem petnym)
prowadace do wyznaczenia pierwiastka rownar{®) = 0 jest bardzo podobne do
badania przebiegu zmiensud funkcji f.

Przypomnijmy,ze badanie takie obejmuje, standardowo, kolejncepagice podzadania

a) rozpoznanie dziedziny Dori(

b) obliczenie punktu, w ktorym wykresu funkcji przegic pionowg OX,

c) sprawdzenie okresowo, nie- i parzystéci funkcji f; stwierdziwszy
odpowiedna wlkasng¢, mazemy zawzy¢ dziedzirg, w ktérej prowadz
bedziemy dalsze badania,

d) wyznaczenie punktow, w ktorych wykres f(X) przecina 6 pozionmy OXx,

e) wyznaczenie punktow ekstremalnych wykrgsuf(x),

f) wyznaczenie punktéw przegia funkcijif,

g) limesowanie funkcjif na kracach jej dziedziny; pogbowanie to obej-
muje wyznaczenie asymptot,

h) naniesienie wyznaczonych punktéw charakterystydaznyasymptot na
ptaszczynie Oxy i naszkicowanie (by maze z wykorzystaniem dodatko-
wo naniesionych punktow) wykresu= f(x);

realizacja kadego z wyej wymienionych podzadakonczy sk albo wyznaczeniem
odpowiednich punktéw i asymptot albo stwierdzenigentakowych nie ma.

Realizacja kolejnych podzada.
a) Podzadanie a)jwrealizowalkmy: Dom() = R.
b) Jest(0) = 1, wic wykresy =f(x) przecina & pionowg Oy w punkcie (0, 1).

c) Od razu widé, ze f(—x) =f(x), tzn. ze nasza funkcjd jest parzysta. Dlatego dalej
wystarcza interesowssi¢c przedziatem <0, eb).

d) Podzadanie d) stanowi (!) nasze zadanie. Gdytnanje byto wykoné standardowo,
to nie trzeba byloby stosowanetody Newtona ani jakiejkolwiek innej przytine]
znajdowania zera rownanig) = 0.

e) Wykonanie podzadania e) sprowadzeadsi rozwizania rownania
f'(x) =0,
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a wiec, w naszym przypadku, do znalezienia zer réwnania

5
O =0
10C
Od razu widg, ze jednym z nich jest
&=0
I w tym punkcief maze mie ekstremum. Pozostate zergmserwiastkami rownania
4
X _1=o0.
10C
o . . ) ) 100 . .
Pierwiastek rzeczywisty idodatni t@y:= Y =2.40281. Dla tej wartwi

argumentw funkcjaf moze przyjmowa wartaé¢ najmniejsz lub najwiksz.
Odpowied na to, czy w ogole jak z nich przyjmuje, a j@i przyjmuje, to ktoa
z nich, mana uzyské obliczapc warta¢ f ( X).
Poniewa

3x*

(0="-2,

wiec
f"(e) =-2,f"(e) =8,
| dlatego punkty
Eo:= (0, 1),Eq := (64, 1-20/3]/ 3 = —2.849),

Sa punktami ekstremalnymi, odpowiednio maksymalnyminimalnym. Oczyw4cie,
wobec parzystei funkcji f, ma ona take minimum dlax = Xg.
f) W podzadaniu f) rozwizujemy rownanie
f’(x) =0,
a wiec rownanie
E
1C
Jego zerami rzeczywistyma iczby

Pq = é\lf 2—30 = 1.60685p, := —pg.

Poniewa dlax = pq oraz dlax = p, mamy

2=0.

280/ 15
f7(x)=1- ~ —1.40985 0,

wigc kazda z liczbpgi py jest odcgta punktu przegicia funkcji f; punkty te dalej
oznaczamy przezP, iPy. Sprawdziwszy znak pochodndj” w przedziatach
otwartych, ktérych krécami @ punkty p,ipgs Stwierdzamy,ze f jest wkksta
w przedziale g, pg) 1 jest wypukia w przedziatachd;py) i (py, +).

g) Poniewa f(X) —» oo orazf(x)/x — o, gdyx — oo, wiec nasza funkcjanie ma asymptot
(prostoliniowych) i to stwierdzenie stanowi wykoi@podzadania @) .
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h) Mamy ju pie¢ punktéw charakterystycznych: trzy ekstremalrg, €, Eq) i dwa
przegecia (P, Pq). By naszkicowa wykres w mia¢ doktadnie, obliczamy punkty
dodatkowe, np.

Fe:=(k f(x) ) dlak=1, 2, 3, 4.
Teraz mamy 12 punktow przez ktoére przechodzi wykiegsndcie, bowiem od razu
F— = (XK f(x) ) i mazemy w miag dokladnie spormlzic wykresy =f(x). Jest on
pokazany na rycinie parej, gdyx [J <-0.5, 4.5>.

L
125

ly=x"6/100-x"2+1|

Pd=(1.6868,-1.4008)

Ed=(92.4028,-2.849)
Wykresy = f(x), gdyf(x) = 0.00° —x* + 1,

z zaznaczonymi punktami ekstremalnyii,(Egy) | przececia Py)
oraz z punktamir ;= (k, f(x) ) dlak=0, 1, 2, 3, 4 (i je®y = Ey).

Poskgpowanie uproszczone i petne

Oczywiscie, praktycznie réwnie akceptowalny wykres zm@ uzyské taczac kreslac
gtadka krzywa przez punkty
Fe:=(k, f(x) ) dlak=-4,-3, ..., 2, 3, 4,

awiec nie trudac sk wyznaczaniem punktow ekstremalnych i punktow pizeag
funkcji f. W przypadku naszej funkcji jest ono catkowicie wystarczae, aby
zlokalizow& jej zera — widé4, ze pierwiastek dodatni znajdujez siv przedziale <0, 2>.
Dla funkcji bardziej skomplikowanych hirozwaana takie pogpowanie, zwane
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uproszczonym (a niekiedy Agnierskim), mae nawet nie odnotowaistnienia zer tych
funkciji.

Postpowanie petne (tzn. z wyznaczaniem ekstremow i flivakprzegécia) nie pomija
jakiegokolwiek zera. Niestety, nie zawsze jest pye#nie realizowalne — dziejegsiak,
gdy réwnaniaf'(x) =0 i/lub f”(xX) =0 @ juz tak skomplikowaneze nie daj Si¢
rozwiazat analitycznie Ilub naklad pracy na ich rozwanie numeryczne jest
porownywalny z trudem rozwzania rownania wygiowego f (x) = 0. Odpowiedni
przyktad podaje np. [Mar, przyktad 6.2.b]).

Postpowanie petne znacznie utatwia lokalizaposzukiwanego zera réwnarfix) = 0
gwarantujca, ze proces Newtona

X ==X -1 —M, i=1,2,3, ..,
fr(Xi-1)

jest zbieny dla odpowiednio wybranego przyig#nia pocatkowegoXx,. Lokalizach ta
jest przedziat g, b>, taki, ze

a) fjest cagta wraz z pochodyrzedu 2 na przedzialeasb>,

b) na kraicach przedziatu przyjmuje wakm o raznych znakach,

c) jej pochodnd '’ nie zmienia znaku w przedziale<b>,

d) jej pochodna drugiego ¢du,f ”, nie zmienia znaku w przedzialea<b>,

e) w punkciex, znaki funkcijif i jej drugiej pochodnej” sa rézne.
Powyzsze warunki w symbolice matematycznej zapisujaastpujaco:

a) fOCP_, o,

b) f(a)f(b) <O,

c) sign{f’(x) :as<x<b}=const,

d) sign{f”(x):a<x<b}=-const,

e) f(x) £7'(X0) < 0.

Obliczenia kolejnych przyblizen

Bioraca=0.5,b = 1.5 mamy w naszym zadaniu
f(a) = 0.750156f(b) = —1.13609,
f’'(x) <0 dlax O <a, b>=<0.5, 1.5>,
f”(x) <0dlax O <a, b>=<0.5, 1.5>.

Pasx [ <a, b> = <0.5, 1.5> oraz wykresy=1f(x) , y=1'(x), y=f"(X) pokazane gsna
rycinie pongej.
Poniewa f(b)[{l”(b) >0, wicc za punkt startowy obieramy
X:=b=15
| obliczamy

159 2
f(xo) =f(1.5) = Toc 15 +1=-1.13609,
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EB

Pd

y=F= ~ ~
— ; - =x"6/1088-3"2+1

173 " Ed

Wykresy funkgijif i jej pochodnych " i f”, gdy f(x) = 0.0IX° —x® + 1;
zaznaczono te same punkty, co na rycinie poprzgpdmaez pas 0.5 x< .5, w ktérym
stosujemy metagNewtona w celu wyznaczenia zéra 1.00514

15° 15241
g =xg -0 _ 45 TA9) _ 45 TEAS _,5 100 - =
£1(x0) fr(15) fr(15) 15¢ e
10
15- 113609 1 5 0.44651% 1.05348,
25443

f(x1) = f(1.05348) —0.0961504
itd.
Zestaw kolejnych przybien x; oraz wartéci f(x) zawiera tabelka poingj (wartgci f(x;)
nazywa st residuami, $ to bowiem ranice medzy lewa a prawg strorn rOwnania
f(x) = 0, gdy w miejsce wstawt x). Obliczenia prowadzono z 6 cyframi dzigeymi i
dlatego tabelka obejmuje jedynie@pocatkowych przyblien (w tym wartg¢ startove
Xo = 1.5). Dwa ostatnie z nich, mianowicigi X4, S juz sobie rowne. Realizacja metody
Newtona zsz&ioma cyframi dziegsinymi mantysy wyznaczyta przybénie
poszukiwanego zeraréwne 1.00514.

Ip. przyblizenie residuum

i X f(x;)

0 15 ~1.13609

1 1.05348  —0.0961504

2  1.00609  —0.00184607

3  1.00514 0.00000059706
4  1.00514 0.00000059706
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Oszacowanie jakdci wyniku

Poniewa
My, =max {|f"(X) | :asx<b}=]|f"(1.5) =-0.4812... | < 0.49,
my:=min{ |[f'(X)]|:as<sx<b}=|f’(0.5) =-0.99812... | < 0.998,
wigc
Mo < 049
2my  2[0.998

=0.2454909.. < 0.25

i dlatego
| % —& | < 2"—mzl[|]x3 ~ X, |? < 0.25D.00098 < 2.5107".

Otrzymana wiénie liczba jest oszacowaniem (tzn. oszacowanienory)g bledu

bezwzgédnego, z jakimx; =1.00514 przybka poszukiwane zerq. Znaczy to,ze

wszystkie cyfry tego przyblenia g pewne.

Prowadzc obliczenia z 12 cyframi dzieshymi mantysy otrzymujemy
1.00514304637...,

co potwierdza wye] poczyniol konstatagj, ze przyblizenie 1.00514 ma wszystkie

cyfry pewne.

Cwiczenia do samodzielnego wykonania

Stosujc meto@d Newtona wyznacz zegnastpujacych rowna:
a)xX—2¢—1=0F=-1.17872417% = —1),

b)x*+x3—x*+x+1=0 E=-—1.72208380%,~ —0.5806918319),

c) X°—x=1 € =—7.925327777 = 1,§ = 2.275416374),

d) 480sk) —x =0 € =-3.595304867 =~ —2.133332251% = 1.252353234),

e) InK) +x=0 € = 0.5671432904),

f) ctg(x) = x (najmn.dodatnie? = 0.860333589(E = 3.42561845% = 6.437298179).

Obliczenia przeprowadzono i rysunki wykonano w paogie Derive 5 for Windows,
Texas International Inc.
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